
     
            

 � 
       

    
           

                     (Iـــــــ ا���ـــ
   ــــــآ ـــ
A(!�"#ت    

 ����Ω و ��	
 k م�  M'   . ��د �	�	� ��� ��
    ه$ ا���!�#k و
"!�  Ωا����آ� ا��ي ��آ�� 

) ا��ي 
��� �  بـ  , )h kΩ(ي ی�ب�                    وا�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	��� M              ب��+M' ب

                       " 'M k MΩ = Ω
������ ������

 .                            Ω 
B( &ة�ا�'' ��(
  ا��

 �12 ا��$ا�� N و 0M$رت� ا��	����  N' و M'ت�$ن ا��	���ن 

1k إذا و6	) إذا و3� ��د �	�	�  hب���آ�   ب��+ ≠

' 'M N k MN=
�������� ������

 .   

C(   ت
 خ
)�ــــ
 ����h آ� ��آ���   .k و
"!�  Ω ت�

(1 ( ) 'h M M= 76�M'  ت� k MΩ = Ω
������ ������

   

) إذا آ�ن 2) ) 'h M M= و ( ) 'h N N=  86ن  

' 'M N k MN=
�������� ������

  

(3 (a           ( )h Ω = Ω )    ل إن$	
Ω آ������0���ة ب h  (   

      (b      ( )h M M=  76�M  ت� = Ω   

�آ� Ω ی�� أن ه�ا( ����  ) h ه� ا��	�� ا�$���ة ا�<���ة ب

) إذا آ�ن 4) ) 'h M M= 86ن Ω و M و 'M ��?�	�"�  . 

 (5 (a ا�� ���آ� ی��A6 �12 ا�?�3@ ی� : 

} ��G  @3إذا آ�ن  }( , ), ( , )A Bα β 86ن  G'         @3��  

                                             { }( ', ), ( ', )A Bα β   

(b     �� : ا����آ� ی��A6 �12 ا�?��<C ی

] ���<I  Cإذا آ�ن  ]AB  86ن I'  @3�� [ ]' 'A B    

(c     ����* اس�	���� �����DE  ی� 12� A6� : ا����آ� ی�

ABإذا آ�ن   CDα=
���� ����

' 86ن   ' ' 'A B C Dα=
������� ������

  

(d     ����
	)   ی�� 3ا����آ� ی��A6 �12  اس�	 : 

H ا��	) � . �"�	�?�� 'C و 'B و '8Aن 0$ره�   �"�	�?�� C6 و B و Aإذا آ

(6  � .ا����آ� I ی��A6 �12 ا�?"��6 ��� ��ی�

)إذا آ�ن   ) 'h A A= و ( ) 'h B B=  86ن  ' 'A B k AB=  

(7  ���س ا��وای� ا��D�س�� ی�K *� A6�'ا����آ� ی� ' 'BAC B A C
∧ ∧

=  
(a (8  �]0$رة ا�	� ]AB آ������] ه� ا�	�� h ب ]' 'A B   

    (b  L�	�"?0$رة ا�( )AB آ������) ه� ا�?"�	�h L  ب ' ')A B.    

     (c  L�	�"� 0$رة( )D L�	�"� $ه ( ')D ی$ازي ( )D.   

     (d  �ی��أ3* ت �� L�	�"� 0$رة( )D بـ h ����	
 ی��N ت��ی� 0$رة 

A و B �� ( )D  وس��$ن ( ) ( ' ')h D A B= ��	
  أو ت��ی� 0$رة 

) وس��$ن Aوا��ة  )h D �� ر��	�L   وا�?$ازي �A"?2' ه$ ا�?"�	�L ا�?

( )D  ) . ( ) 'h A A=(    

    (e   ن�)إذا آ )D �� را�� �?�	�"� Ω  86ن ( ) ( )h D D=.  


	$ل إن (  ( )D  ����0��� إ3?  . (  

)0$رة ا��ا�Oة  9)  , )C O r  آ������)'ه� ا��ا�Oة hب ', )C O k r    . 

 P�' ( )O h O= .  

(10  (a    ����E و F ا�?"�$ى �� ��O�3  .

( ) ( ) ( )h E F h E h F=∩ ∩  
     (b H
�M إذا آ E F∈ ) 86ن ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩  

(11 ����� وا��$ازي ی :ا����آ� ی��A6 �12  ا��
���ان �ن ��?�	�"� ����ی� ه?  0$رة �"�	�?�� ��

�ن ��$ازی�ن ?�	�"� � .و 0$رة �"�	�?�� ��$ازی��  ه?

آ   ا�+�*� ا��)12��� ������ . 

  ����� L2
��Nض أن ا�?"�$ى ��"$ب إ�1 �( , , )O i j
� �

 .  

a(ل
-� 1  : ����h آ� ��آ���2k و
"!�  Ω(1,2) ت� = .  

�ی��h �2 أ3* ت��ی� ا�<��T ا�����2�2 ��2��� � P!�
  : 
 ����( , )M x y و ( ', ')M x y +��ب  ( ) 'h M M= م$	
  و

  . y و x ب�y ��I' و x'ب�"�ب 

 �)��ی� ) 'h M M= ��' ی 2M MΩ = Ω
������ ������

   

 �)'و��ی� ' 1, ' 2)M x yΩ − −
������

2 و  (2 2,2 4)M x yΩ − −
������

  

إذن  
' 1 2 2

' 2 2 4

x x

y y

− = −
 − = −

  ��  ی
' 2 1

' 2 2

x x

y y

= −
 = −

   

:   ه�  hإذن ا�<��T ا�����2�2 �ـ 
' 2 1

:
' 2 2

x x
h

y y

= −
 = −

  

� ت��ی� 0$رة 
	�� : ��ح/� 

$ض h بـ Aإذا أرد x و y ت��Vب�8�ا 

A12 إ� *>�
�ت  و�Vا��( )h A .  

b( ل
-� 2 . 


�!� ا���!�# f ��2�2 ه��ا��  �T�0 ي�:   ا�
' 3 2

:
' 3 4

x x
f

y y

= +
 = −

   

 �!W �ی��أ3* ت ��f �?X* ا���ة  ب���
!�+ �� ا��	) ا�< 
'

'

x x

y y

=
 =

 

 ��ی
3 2

3 4

x x

y y

+ =
 − =

 �� ی
1

2

x

y

= −
 =

0���ة و���ة f إذن  ��	
 ت	!* 

)ه�  1,2)Ω − .  

  �YZ
 LV( , )M x y و ( ', ')M x y  +��ب ( ) 'h M M=    

 �إذن   ��ی�
' 3 2

' 3 4

x x

y y

= +
 = −

      .  �)'و��ی� 1, ' 2)M x yΩ + −
������

 �� ی

'(3 2 1,3 4 2)M x yΩ + + − −
������

 ��3)'  ی 3,3 6)M x yΩ + −
������

   

 �3و��ی� (3 3,3 6)M x yΩ + −
������

'  إذن   3M MΩ = Ω
������ ������

  

 ������) ت��آ� ��آ��  fوب 1,2)Ω −  �!"
3k و = .  

�#4 ا��23�
ت  )13 . 
 (a آ��
��د ��آ� ت� ���h .   �?"
Ω   ����	
 �� +�!
A و B 

 �)��ی��  . 'B و 'Aو0$رت�ه? ) 'h A A= إذن Ω و Aو  A' ��?�	�"� 

)و��   ')AAΩ∈ .   �)و��ی� ) 'h B B= إذن Ω و B و B' 

  
)�"�	�?�� و ')BBΩ∈������) ه� 
	�� ت	�Ω PW وب ')AA و

( ')BB    
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(b آ��
"?�   h �� أ3* ت��ی� 
"� ت�k ن  و���
� : ه��ك إ��


!�+ �� ا�?�آ�  *)Ω ��	
�  A وDو0$رت A' .  

 �)��ی� ) 'h A A= إذن 'A k AΩ = Ω
����� ����

AΩ' ، و
	$م ب�"�ب 
�����

 ��I�ب 

AΩ
����

 ]^� �E
 'A AαΩ = Ω
����� ����

k و
"���_ أن  α=  س�أو 
?� إ�1 ا�	�

A'ا�E!�ي   k MΩ = Ω  ��  ی
'A

k
M

Ω=
Ω

 .   

(*  ����	
 �� +�!
 A و B ���ی��    .'B و 'A و0$رت�ه?

' 'A B k AB=
������� ����


N` ا���ی	� ا�"�ب	�   P!�
 . و

(c  أن ��!
� أن 
] ���<I C'إذا أرد ]' 'A B �� +�!
 I و A و B 

)ب��+  ) 'h A A= و( ) 'h B B= و ( ) 'h I I=  ��0�aا� *?�"
 و

(5b .  �] ���<�I C�ی� ]AB إذن 'I C>��� [ ]' 'A B  . 

(d  أن ��!
 ���Ω وI و J أن ��!
 �"�	�?�� ی��N أن 

( , ) ( )kh I JΩ =.   

(e  ��	

��د 0$رة  ���M �Dق �� ب���W ك ��ة� :  ه�

(* Cی�?* ا���"
 'M k MΩ = Ω
������ ������

  

�  ���<M C إذا آ�ن *)�K[ ]AB  *?�"
 (5b).  


H  إذا*)�AM آ ABα=
����� ����

 *?�"
 (5c)  .  

(* H
�?*  M إذا آ�"
 ��O�3 PW�  .(10) ت	

 )   ��M�ی� E F∈ ) إذن  ∩ ) ( ) ( )h M h E h F∈ ∩ (   

(*�� H
��  إذا آD2?�"
 .ی�� ا�<��T ا�����2�2 

(II        ث6 ا�'"آـــ&ي
  ا��'ـــــــ
A( !�"#ت .                                    'M 

 ����Ω��	
   Ω  ا��?�V* ا�?�آ�ي  ا��ي ��آ��  

�Sي 
��� �  بـ ه$ ا���!�# ا� Ω(ي ی�ب�       Ω                     وا�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���  ب��+M' ب

" 'M MΩ = −Ω
������ ������

 ��] ���<Ω C  ی ]'MM .              M 

B( &ة�ا�'' ��(
                                                                ا��
 �12 ا��$ا�� N و Mت� ا��	����  0$رN' و M'ت�$ن ا��	���ن 

Sب�?�V* ��آ�ي  Ω ) إذا	ن   إذا و6�'آ 'M N MN= −
�������� ������

 .   

C( ت
   خ
)�ــــ
�V* ا�?�آ�ي ?�2� �!"����آ� ت!	1 0���� ب�����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3 P�

 cب$ . ��+ ت<!@ (9) و  (6)  ،  ����ا -1 بـ kت

(6   �� .ا��?�V* ا�?�آ�ي  ی��A6 �12 ا�?"��6 ی

) إذا آ�ن  ) 'h A A= و ( ) 'h B B=  86ن  ' 'A B AB=   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r ا�?�آ�ي *V�?���S ب Ω ة�Oه� ا��ا  

'( ', )C O r    .  P�' ( )O S OΩ=.   
 ��ح/� 

(a ( ) 'S M MΩ =  76�] ���<Ω C  ت� ]'MM.   

(b ن إذا آ�( ) 'S M MΩ ) و = ) 'S N NΩ   86ن  =

' 'M N MN= −
�������� ������

 .   
 

 
 
 
 
 
 
 

                       (IIIـــ�ــــــــــــ ا�زاحـــ 
A(!�"#ت  .  

 ����u
�

  �DE��   . �D�DE�� زا�� ا���fاu
�

u                       ه�
�

  

ut ا���!�# ا��ي 
��� �  بـ   M'        وا��ي ی�ب)�

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���    M' ب

MM'"ب��+                    u=
������� �

                                     M 

B( &ة�ا�'' ��(
                                           ا��
 �12 ا��$ا�� N و M 0$رت� ا��	���� N' و M'ت�$ن ا��	���ن 

utب�fزا��  '  إذا و6	) إذا آ�ن � 'M N MN=
�������� ������

 .   

C( ت
   خ
)�ــــ
�آ� ت!	1 0���� ب���"!�  �gزا��  ، �����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3 ا���� (1) 

 :  و��ی�� (13abd)و  (12)و  (9) و (8cde) و  (6) و (4) و(3) و (2)و 

�A6 �12 ا�?"��6 اfزا�� ت 6)�.   
 (8eإذا آ �)ن  )D *��u ی$ازي �

�
 )  ��uی

�
) ��D3$ �ـ  )D (   86ن

( ) ( )ut D D=�.   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r  زا��f�utب )'ه� ا��ا�Oة  � ', )C O r    . 

 P�' ( )uO t O= �.   

 ��ح/� 

(a ( ) 'ut M M=�  76�MM'  ت� u=
������� �

.   

(b ن�) إذا آ ) 'ut M M=� و ( ) 'ut N N=�  86ن  

' 'M N MN=
�������� ������

 .   

   (III�'ث6 ا�
 �ري ـــــ ا��'ــــ

A( !�"#ت  . 
 ����( �  ا��?�V* ا�?�$ري  ا��ي ��$ر� ∆(?�	�"� ( )∆          ( )∆ 

) ه$ ا���!�# ا��ي 
��� �  بـ  )S     وا��ي ی�ب)∆

 ��	
) �� M آ*  )P ��	���   M                     'M    ب��+M' ب

) ی�$ن  )∆ �]واس) ا�	� ]'MM  .   

B( ت
   خ
)�ــــ
�V* ا�?�$ري  ،  ?�2� �!"����آ� ت!	1 0���� ب�����0�ت ا�?�2	� ب�aا� P�?3

 : و��ی�� (13abd)و  (9) و (8e) و  (6)  5) و (4) و(3) و (2) و (1)����ا 

(6    �6� .ا��?�V* ا�?�$ري  ی��A6 �12 ا�?"
(8e  (* ن�) إذا آ ) ( )D ⊥ )  86ن  ∆ ) ( ) ( )t D D∆ =.   

)إذا آ�ن  *)       ) //( )D )  86ن  ∆ ) ( ) //( )t D D∆.   

)0$رة ا��ا�Oة  9) , )C O r $ري�ا�? *V�?���) ب )S   ه� ا��ا�Oة ∆

'( ', )C O r    .  P�( )' ( )O S O∆=.   

 ��ح/� 
(a ( ) ( ) 'S M M∆ =  76�)  ت� )∆ �]واس) ا�	� ]'MM  .   

(b ن�) إذا آ ) ( )S M M∆ =   76�) ت� )M ∈ ∆    

 L�	�"?ا�( 
	�� ب�	��  ∆( ���0  . 
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